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c 2n1 = t̄, c 2n2 = k t̄ ) 2n2 = k 2n1 ) n
2

= n
1

+ log
2

k.

In questo caso il beneficio derivante dall’incremento di velocità è semplicemente ad-
ditivo e cresce inoltre con estrema lentezza poiché ridotto dalla funzione logaritmo.
Per l’algoritmo esponenziale A

3

discusso prima, un calcolatore un milione di volte più
veloce consente solo di sommare log

2

1.000.000 ' 20 al numero di dati trattabili a pari
tempo di calcolo. In sostanza un algoritmo esponenziale in pratica non consente di
trattare dati di dimensioni anche modeste, e similmente si dimostra che nessun aiuto
può venire dal calcolo parallelo o distribuito. Dunque dovremmo evitare di costruire
algoritmi esponenziali: ma questo, come vedremo, non sempre è possibile.

Nella maggioranza dei problemi che si a↵rontano con i calcolatori l’esponenzialità
è legata all’impiego, a volte mascherato, di due strutture combinatorie di base: l’in-
sieme delle 2n configurazioni di n bit, e l’insieme delle n! permutazioni di n elementi.
Vediamo come tali strutture possano essere costruite algoritmicamente e quindi uti-
lizzate. Dato un vettore A di lunghezza n, il seguente algoritmo Configurazioni

costruisce in A le 2n possibili configurazioni binarie (disposizioni con ripetizione dei
due elementi 0 e 1 in gruppi di n). Per ogni configurazione l’algoritmo stabilisce se essa
possiede determinate proprietà mediante una procedura Controllo che specifichere-
mo nel seguito trattando di problemi concreti. Il calcolo è avviato con la chiamata
iniziale Configurazioni(A, 1) che innesca la costruzione di tutte le configurazioni
binarie dalla 00 . . . 0 alla 11 . . . 1, facendo variare le cifre a partire dall’ultima.

Procedure Configurazioni(A, k):
for i 0 to 1 do

A[k] i;
if k = n then Controllo(A)

else Configurazioni(A, k + 1).

Se si vuole, la procedura Configurazioni genera tutti i numeri binari di n cifre e
li “controlla” uno a uno per verificarne determinate proprietà. Questo suggerisce un
immediato impiego dell’algoritmo in campo numerico. Consideriamo per esempio il
problema della primalità P

primo

(N) che come vedremo è essenziale in molte applica-
zioni crittografiche: dato un intero positivo N stabilire se è primo. Rappresentiamo
N con n cifre binarie. Se N non è primo uno dei suoi divisori deve essere  pN ,
e si può quindi risolvere il problema provando se N è divisibile per tutti gli interi
compresi tra 2 e

p
N , cioè rappresentati da sequenze binarie di lunghezza al massimo

n/2. Si può allora impiegare l’algoritmo Configurazioni combinato con una proce-
dura Controllo che, per ogni numero generato R, verifica se N è divisibile per R
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nella sommatoria, ed è quindi esponenziale nel numero di elementi di I, cioè nella
dimensione dell’ingresso.

Il problema P
zaino

(I, b, c) è stato posto in forma decisionale perché, come vedre-
mo, questa forma è su�ciente a decretarne il grado di di�coltà. In pratica si può
richiedere di comunicare all’esterno la soluzione trovata, o la soluzione ottima (cioè il
sottoinsieme di somma massima che può essere contenuto nello zaino). Si tratta di
versioni standard del problema, che si incontrano per esempio nell’allocazione di file
in un disco. Lo schema di calcolo è sempre lo stesso e la complessità è ovviamente
sempre esponenziale; per esempio la soluzione ottima si determina ponendo inizial-
mente max  0, quindi chiamando la procedura Configurazioni e specificando la
procedura di controllo come:

Procedure Controllo(A):

if (b P
n

i=1

A[i]E[i]  c) and (max <
P

n

i=1

A[i]E[i])

then max P
n

i=1

A[i]E[i];

for i 1 to n do Ā[i] A[i].

Il connettivo and tra due condizioni indica che entrambe devono essere verificate per
eseguire la parte then. Il valore finale della variabile max è pari alla somma degli
elementi nella soluzione ottima, e questa è registrata nel vettore di servizio Ā. Se
max = 0 non esiste alcuna soluzione.

La soluzione proposta per il problema dello zaino può apparire irragionevole in
quanto non sfrutta alcuna proprietà del problema ma procede per enumerazione com-
pleta dei casi. Ed è proprio da questa enumerazione che discende l’esponenzialità
dell’algoritmo. Alcune considerazioni locali possono far diminuire il numero di casi
da esaminare: per esempio nell’istanza riportata sopra l’elemento 25 potrebbe es-
sere eliminato prima di procedere perché è maggiore di c = 24. Ma nella grande
maggioranza delle situazioni, e certamente in quella più sfavorevole, il numero di
configurazioni possibili rimane esponenziale in n e non si conosce strategia migliore
che esaminarle tutte. In sostanza, come vedremo nel prossimo paragrafo, il problema
stesso sembra avere complessità esponenziale anche se non è mai stato dimostrato un
tale limite inferiore.

Un altro problema combinatorio di base è quello della costruzione di permutazio-
ni. Dato un insieme di n elementi contenuti in un vettore P , l’algoritmo seguente
costruisce in P tutte le n! permutazioni di tali elementi. Come nel caso precedente,
per ogni permutazione l’algoritmo stabilisce se essa possiede determinate proprietà
mediante una procedura Controllo.
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Procedure Permutazioni(P, k):
if k = n then Controllo(P)

else for i k to n do
scambia P [k]$ P [i];
Permutazioni(P, k + 1);
scambia P [k]$ P [i].

Il calcolo è avviato con la chiamata iniziale Permutazioni(P, 1). L’algoritmo è
basato sull’osservazione che le permutazioni di n elementi possono essere divise in
gruppi, ponendo in ciascun gruppo quelle che iniziano con il primo, il secondo,. . . ,
l’n-esimo elemento ciascuno seguito dalle permutazioni degli altri n � 1. Nel primo
gruppo troviamo P [1] seguito da tutte le permutazioni di P [2], . . . , P [n]; nel secondo
troviamo P [2] seguito da tutte le permutazioni di P [1], P [3], . . . , P [n] e cos̀ı via. Que-
sta definizione è induttiva e la correttezza dell’algoritmo si può quindi dimostrare per
induzione: occorre solo notare che la seconda operazione di scambio tra P [k] e P [i]
è necessaria per ripristinare l’ordine degli elementi dopo la costruzione ricorsiva delle
permutazioni degli elementi che seguono il primo. Più di�cile è capire il funziona-
mento dell’algoritmo e individuare l’ordine in cui vengono costruite le permutazioni.
Invitiamo il lettore a rifletterci un momento simulando a mano il comportamento
dell’algoritmo sull’insieme {1, 2, 3}: otterrà nell’ordine le permutazioni: 1,2,3 - 1,3,2
- 2,1,3 - 2,3,1 - 3,2,1 - 3,1,2, e con l’ultima operazione di scambio ripristinerà l’ordine
iniziale 1,2,3 degli elementi.

La costruzione di permutazioni interviene per esempio nel problema del ciclo ha-
miltoniano P

ham

(G), paradigma di riferimento per molti problemi di percorsi. Ricor-
diamo anzitutto che un grafo G = (V, E) è composto da un insieme V di vertici, e un
insieme E di spigoli che connettono coppie di vertici. La struttura può essere conve-
nientemente descritta rappresentando i vertici con gli interi 1, . . . , n, con n = |V |, e
rappresentando E con una matrice binaria A di adiacenza, di dimensioni n⇥n, ove si
pone A[i, j] = 1 se esiste uno spigolo che connette il vertice i al vertice j, A[i, j] = 0
se tale spigolo non esiste. La dimensione della descrizione di G è dunque di ordine
⇥(n log n) per rappresentare V più ⇥(n2) per rappresentare E: quindi in totale è
di ordine ⇥(n2). Un percorso in un grafo è una sequenza di vertici v

1

, v
2

, . . . , v
k

tale
che esiste lo spigolo da v

i

a v
i+1

per ogni coppia di vertici consecutivi nel percorso.
Se v

k

coincide con v
1

il percorso è detto ciclo. Dato un grafo arbitrario G il pro-
blema P

ham

(G) chiede di stabilire se esiste un ciclo in G che contiene tutti i vertici
esattamente una volta.

Se associamo al grafo G un vettore P contenente gli interi tra 1 e n, una permu-
tazione di P rappresenta una sequenza che contiene tutti i vertici: la permutazione
rappresenta quindi una soluzione di P

ham

(G) (cioè un ciclo hamiltoniano) se nella


